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МОДЕЛЮВАННЯ ДИФУЗІЙНИХ ПРОЦЕСІВ  
В НЕОДНОРІДНИХ СЕРЕДОВИЩАХ З М’ЯКИМИ  
МЕЖАМИ МЕТОДОМ ГІБРИДНОГО ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО 
ОПЕРАТОРА ЛЕЖАНДРА — ФУР'Є — БЕССЕЛЯ  
НА СЕГМЕНТІ ПОЛЯРНОЇ ОСІ 
Методом узагальненого скінченного гібридного інтегрального 
перетворення типу Лежандра — Фур’є — Бесселя зі спектраль-
ним параметром одержано розв’язок задачі дифузії на трискладо-
вому сегменті  0 3,R R  полярної осі в припущенні, що межі сере-
довища м’які по відношенню до відбиття хвиль. Моделювання 
дифузійних процесів виконано за допомогою гібридного дифере-
нціального оператора Лежандра — Фур’є — Бесселя. 
Ключові слова: моделювання дифузійних процесів, гібрид-
ний диференціальний оператор, власні елементи, скінченне гі-
бридне інтегральне перетворення, основна тотожність, го-
ловні розв’язки.  
Постановка проблеми та її аналіз. Процеси дифузії відіграють 
значну роль у виробничих процесах, впливають на міцність устатку-
вання при врахуванні механічних та технологічних умов експлуатації 
металів і сплавів. Найпростішою математичною моделлю такого про-
цесу є диференціальне рівняння дифузії параболічного типу [1] 
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з відповідними початковою та крайовими умовами. 
Потреби практики приводили до різноманітного узагальнення 
рівняння (1). Та в усіх випадках дифузійні процеси вивчалися в при-
пущенні, що межа середовища жорстка відносно відбиття хвиль. Різ-
ко змінюється картина дифузійного процесу, якщо межа середовища 
є м’якою відносно відбиття хвиль (в крайових операторах та операто-
рах спряження присутня похідна за часовою змінною). 
У другій половині XX-го століття для вивчення механіко-технічних 
характеристик композитних матеріалів був розвинутий метод кусково-
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сталих фізико-технічних характеристик [2]. Це приводило в кожній кон-
кретній задачі до інтегрування диференціальних рівнянь другого поряд-
ку (або систем таких рівнянь) із сингулярними коефіцієнтами типу дель-
та-функцій та її похідних. Та отримати інтегральне зображення точного 
аналітичного розв’язку задач цим методом, як виявилося, неможливо, 
Тому ми пропонуємо моделювання дифузійних процесів методом гібри-
дних диференціальних операторів [3—5]. 
Основна частина. Побудуємо обмежений в області  
 2 0 1 1 2 2 3 0 3( , ) : (0; ); ( , ) ( , ) ( , ); 0,D t r t r R R R R R R R R          
розв’язок сепаратної системи диференціальних рівнянь дифузії пара-
болічного типу зі сталими коефіцієнтами [1] 
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У рівностях (2) беруть участь диференціальний оператор Бесселя 
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         [6], диференціальний опера-
тор Лежандра  
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       1 12 21 21 1 1 14 2 chr chr        
[7] та диференціальний оператор Фур’є 
2
2
d
dr
 [8], де 2 1 0,    
1 2( ) ( , ),    1 2 0   ,   . 
У рівностях (3), (4) беруть участь диференціальні оператори  
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Розв’язок задачі (2)—(4) побудуємо методом скінченного гібри-
дного інтегрального перетворення (СГІП) зі спектральним парамет-
ром, породженого на множині 2I  гібридним диференціальним опера-
тором (ГДО) 
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де  x  — одинична функція Гевісайда. 
Оскільки ГДО  ,M    самоспряжений і на множині 2I  не має 
особливих точок, то його спектр дійсний та дискретний [9]. 
Власні елементи (власні числа та відповідні їм власні функції) 
ГДО  ,M    знайдемо в результаті розв’язання спектральної задачі 
Штурма — Ліувілля: побудувати на множині 2I  відмінний від нуля 
розв’язок сепаратної системи звичайних диференціальних рівнянь 
Лежандра, Фур’є та Бесселя 
 
   
 
 
2
1 0 1, ;1
2
2
2 1 2, ;22
2
, 3 2 3, ;3
( ) ( , ) 0, ( , ),
( , ) 0, ( , ),
( ) ( , ) 0, ( , )
v
v
v
b V r r R R
d b V r r R R
dr
B b V r r R R





  



   
      
  
 (6) 
з крайовими умовами 
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та однорідними умовами спряження 
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У рівностях (6)—(8) беруть участь: спектральний параметр ,  
компоненти  , ; ( , )v jV r   спектральної власної функції 
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   2 2 2, 0; , 1, 2; 0,3 .m m mjk jk jk j k m             
Фундаментальну систему розв’язків для диференціального рів-
няння Лежандра   21 0b v    складають функції    *11 vv A chr  та 
   *
1
*
2 1 1
1,
2v
v B chr ib      [7]; фундаментальну систему розв’язків 
для диференціального рівняння Фур’є 2 222 0d b vdr
     
 складають фу-
нкції 1 2cosv b r  та 2 2sinv b r  [8]; фундаментальну систему 
розв’язків для диференціального рівняння Бесселя  2, 3 0vB b v    
складають функції  1 , 3J b r    та  2 , 3N b r    [6]. 
В силу лінійності задачі (6)—(8) покладемо 
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Крайові умови (7) та умови спряження (8) для визначення шести 
величин  , 1,3j jA B j   дають однорідну алгебраїчну систему із шес-
ти рівнянь: 
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Введемо до розгляду функції: 
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Алгебраїчна система (11) має ненульовий розв’язок тоді й тільки 
тоді, коли її визначник дорівнює нулю: 
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Для обчислення величин 3 3,A B отримаємо алгебраїчну систему 
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Звідси знаходимо, що 
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Одержані згідно формул (13) та (14) значення величин 
, ( 1,3)j jA B j   підставимо у формули (10). Отримаємо функції: 
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b R
Y chR B chr Y chR A chr

  
   
 
   
    
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       
     
*
1
*
1
21,2 1
0, 1 22 2 1 2, ;2 ;112 2 1
3 2
1
0, 1 12 2 1 2;21
2( , ) ;
; ,
n
n
n n nv
n
n n
c
V r chR chR b R b r
b R
chR chR b R b r
 
  


  
 

 
 
 (15) 
         1 12 112 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2; cos sin ; 1, 2;j n n j n n j n nb R b R v b R b r v b R b r j     
             , 3 , 3, ;3 , ;1 , ;2( , ) .n n n n nvV r N b r J b r                
Згідно рівності (9) спектральна вектор функція  , ( , )v nV r   ви-
значена. 
Припустимо, що виконані умови на коефіцієнти: 
0 0 0 0 3 3 3 3
11 11 11 11 22 22 22 220, 0, 0; 0, 0, 0;                
11, 21, 1, 2 1 1 20, 0, 0, 0, 0, ;
k k k k k k k k
jm jm jm jm k k j k j j j jc c c                
2, 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 20; .
k k k k k k k k k k k k
j k j j j j j j j j j j j jc                   
Визначимо числа 
2 1
11,1 11,2 2 11,22 2 2 1 2
1 1 2 2 2 3 3
21,221,1 21,2 1
, , 1,
c c R c
a a R a
cc c shR

  

    
вагову функцію 
 
     
       
0 1 1
2 1
1 2 2 2 3 3
r r R R r shr
r R R r r R R r a r 
   
     
   
       (16) 
та квадрат норми власної вектор-функції  10  
        3
0
2 2
, , 2 ,
1
( , ) ( , ) .
R
v n v n n n
R
V r V r r dr G            (17). 
Згідно з роботою [10] маємо такі твердження. 
Теорема 1 (про дискретний спектр). Корені n  трансцендентно-
го рівняння    , 0     складають дискретний спектр ГДО  ,vM  : 
дійсні, різні, симетрично розташовані відносно точки 0   й на пі-
восі 0   утворюють монотонно зростаючу числову послідовність з 
єдиною граничною точкою .    
Теорема 2 (про спектральну функцію). Система   ,
1
( , )v n
n
V r 


 
власних вектор-функцій узагальнено ортогональна з ваговою функ-
цією  r  на множині 2I , повна й замкнена. 
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Теорема 3 (про зображення рядом Фур’є). Будь яка вектор-
функція  1 2 3( ) ( ), ( ), ( )g r g r g r g r G  (область визначення ГДО 
 
,vM

 ) зображається за системою   ,
1
( , )v n
n
V r 


 абсолютно й рівно-
мірно збіжним на множині 2I  рядом Фур’є 
         
3
0
,
, 2
1
,
1
( , )
( ) ( , ) .
( , )
R
v n
v n
n R v n
V r
g r g V d
V r

 
 

     



    (18) 
Перейдемо до узагальнено ортонормованої системи власних ве-
ктор-функцій 
       11, , ,
1 1
1
( , ) ( , ) ( , ) .v n v n v n
n
n
v r V r V r      



         
 
Одержимо ряд Фур’є (18) в такій формі: 
        3
0
, ,
1
( ) ( , ) ( , ).
R
v n v n
n R
g r g v d v r        


    (19) 
Ряд Фур’є (19) визначає пряме  ,vH   та обернене  ,vH   скінчен-
не гібридне інтегральне перетворення зі спектральним параметром, 
породжене на множині 2I  ГДО  ,vM  : 
          3
0
, ,( ) ( , ) ,
R
v v n n
R
H g r g r v r r dr g        (20) 
        , ,
1
( ) ( , ) .v n v n
n
H g r g v r g r   


    (21) 
Визначимо величини та функції: 
   1
0
2 2
1 1 1 1 11,1 2 2 2 11,2 1 1 1, ;1: , : , ( , ) ,
R
n nv
R
d a shR c d a c g g r v r shrdr        
       32
1 2
2 1
2 2 2 3 3 3, ;2 , ;3( , ) , ( , ) ,
RR
n n n nv v
R R
g g r v r dr g g r v r r dr            
   ,
2 2, ; 2 , ; 1( ) ( , ) ; , 1, 2.
k
k k k
n i i nv i v k
r R
dZ v r i k
dr
 
    

     
  
Теорема 4 (про основну тотожність). Якщо вектор-функція 
          1 2 , 3; ;f r g r g r B g r            неперервна на множині 2I , 
а функції  jg r  задовольняють крайові умови 
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    
0 3
0 0 3 3
11 11 1 0 22 22 3, R
r R r R
d dg r g g r g
dr dr
   
 
            
    (22) 
та умови спряження 
   1 1 2 2 1 ; , 1,2,
k
k k k k
j j k j j k jk
r R
d dg r g r j k
dr dr
    

                
    (23) 
то справджується основна тотожність скінченного гібридного інтег-
рального перетворення ГДО  ,vM  : 
   
       
   
3
2 2
, ,
1
1 10 2 3 2
11 0 1 1 0 0 22 3 3, ;1 , ;3
2
, ,
2 1, ;12 , ;22
1
( )
( , ) ( , )
( ) ( ) .
v v n n i in
i
n n Rv v
k k
k n k n kv v
k
H M g r g k g
v R a shR g v R R g
d Z Z
 
 
 
 
 
 

    
   

 

       
   
    


 
   (24) 
Правила (20), (21) та (24) складають математичний апарат для 
одержання інтегрального зображення точного аналітичного розв’язку 
задачі дифузії (2)—(4). 
Запишемо систему (2) й нульові початкові умови у матричній формі: 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
2 2
1 1 1
1 12
2 2
2 2 2 2 22
3 3
2 2
3 3 , 3
0
,
, , 0
, , , , 0 .
0, ,
,
t
a u t r
t
f t r u t r
a u t r f t r u t r
t r
f t r u t r
a B u t r
t

 




                                                           
 (25) 
Інтегральний оператор  ,vH   згідно правила (20) зобразимо у ви-
гляді операторної матриці-рядка 
 
       
 
1 2
0 1
3
2
, 1 2, ;1 , ;2
2 1
3, ;3
( , ) ( , )
( , ) .
R R
v n nv v
R R
R
nv
R
H v r shrdr v r dr
v r r dr
 
  
 
   
  
 

 

  

 (26) 
Застосуємо операторну матрицю-рядок (26) за правилом мно-
ження матриць до задачі (25). Внаслідок основної тотожності (24) 
отримаємо задачу Коші: 
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    2
0
; 0.n n n n n
t
du
u F t u t
dt


      (27) 
У рівностях (27) прийняті позначення:    
         
       
2 2 2 2 2 2 2
1 2 3
1 10 2 3 2 1
11 0 1 1 0 0 22 3 3, ;1 , ;3
2
, ,
2 2, ;12 , ;22
1
max ; ; , ;
( , ) ( , )
( ) ( ) .
n n n
n n Rv v
k k
k n k n kv v
k
q q F t
v R a shR g v R R g t
d Z t Z t
   
 
 
    
    
   
  

   
   
    

   
Безпосередньо перевіряється, що єдиним розв’язком задачі Коші 
(27) є функція 
      2 .nt tn n
o
u t e F d        (28) 
Оператор  ,vH   згідно правила (21) як обернений до (26) зобра-
зимо у вигляді операторної матриці-стовпця 
    
 
 
 
, ;1
1
, , ;2
1
, ;3
1
( , )
( , ) .
( , )
nv
n
v nv
n
nv
n
v r
H v r
v r



 











           




 

 (29) 
Застосуємо операторну матрицю-стовпець (29) за правилом 
множення матриць до матриці-елемента   ,nu t    де функція  nu t  
визначена формулою (28). У результаті низки елементарних перетво-
рень одержуємо інтегральне зображення єдиного аналітичного 
розв’язку задачі дифузії (2)—(4): 
         
1
3
, ; , ;
1 1 0
( , ) ( , ) , , ,
k
k
Rt
j n v j n kv jk
n k R
u t r u t v r t r f      


 
      H  
             0, ;1 , ;3
0
, ,
t
k k Rv j v jd d W t r g W t r g d
 
                    
           2 ; ;2 1, ;12 , ;22
1 0
, , , 1,3
t
jk jk
k k kv v
k
d t r t r d j        

         R R  
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       2 11 2 3, 1, .sh             (30) 
У формулі (30) беруть участь головні розв’язки задачі (2)—(4):  
1) породжені неоднорідністю системи (2) функції впливу 
        2 , ;, ; , ;
1
, , ( , ) ( , ); , 1,3,n t v j n nv jk v k
n
t r e v r v j k       
 

 H  (31) 
2) породжені крайовою умовою в точці 0r R  функції Гріна 
 
         2 1011 0 , ;, ;1 , ;1
1
2
1 1 0
, ( , )
( , )( ); 1,3,
n t
n v jv j v
n
n
W t r e v R v
r a shR j
     
 
 

  
 
   (32) 
3) породжені крайовою умовою в точці 3r R  функції Гріна 
         2 13 2 122 3 , ; 3, ;3 , ;3
1
, ( , ) ( , ) ; 1,3,n t n v j nv j v
n
W t r e v R v r R j      
  

    (33) 
4) породжені неоднорідністю умов спряження функції Гріна 
        2; , , ;, ; 2,( ); 2
1
, ( ) ( , ); , 1, 2; 1,3.njk kt n v j nv iv i
n
t r e Z v r i k j     
 

  R  (34) 
Зауваження 1. Якщо початкові умови ненульові, тобто 
    10, ( ), , , 1,3,j j j jtu t r g r r R R j     (35) 
то переходимо до нових функцій ( , ) ( , ) ( ),j j jv t r u t r g r   для яких 
   
0 0
, , ( ) ( ) ( ) 0.j j j j jt tv t r u t r g r g r g r       
Зауваження 2. При 0mjk   та  0 1,3; , 1, 2mjk m j k     маємо 
класичну задачу дифузії на спряження, коли межі жорсткі по відно-
шенню до відбиття дифузійних хвиль. 
Зауваження 3. Нехай початкові умови 0 ( ) 0.jtu g r    Ефек-
том того, що межа м’яка по відношенню до відбиття хвиль дифузії, є 
поява в розв’язку (30) доданків 
           
       
0 3
, ; 11 22, ;1 , ;3
2
; ;
2 1, ;12 , ;22
1
, , ,
, , .
v j v j v j
jk jk
k k kv v
k
t r W t r t r
d t r t r
  
  
 
 
  
 

  
     R R
 
У цій рівності беруть участь величини: 
       0 0 0 3 3 311 11 1 0 11 1 0 22 22 3 3 22 3 3, ;g R g R g R g R           
        1 1 2 1 2 1 ; , 1,2.k k k kjk j k k j k k j k k j k kg R g R g R g R j k              
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Зауваження 4. Якщо покласти  ( ) ( ) ( ), 1,3j j j jg r a b g r j     
й знайти коефіцієнти із системи алгебраїчних рівнянь  0 0 011 11 0 1 11 1 0,R a b      
   1 1 1 2 2 1 2 1 ; , 1,2;k k k k k kj j k k j j j j k k j k jkR a b R a b j k                 
  3 3 323 23 3 3 22 3 0,R a b      (36) 
то величина ефекту    , ; , 0.v j t r   
Зауважимо, що при виконанні умов на коефіцієнти, які беруть 
участь у формулюванні задачі (2)—(4), алгебраїчна система (36) має 
єдиний розв’язок. Його можна одержати за правилами Крамера. 
Зауваження 5. Якщо 2 21 0,q    то 2 2 2 21 2 1 20, 0,k k       
2 2 2
3 1 3 0;k      якщо 2 22 0,q    то 2 2 2 21 2 1 20, 0,k k      2 23 2k    
2
3 0;   якщо 2 23 0,q    то 2 2 2 2 2 21 3 1 2 3 20, 0,k k          23 0.k    
Висновки. Одержані розв’язки поліпараметричні. Це дозволяє 
вибором параметрів виділяти безпосередньо із загальних структур 
будь-який практично важливий частковий випадок (у рамках розгля-
нутої моделі). Розв’язок (30) дифузійної задачі (2)—(4) носить алго-
ритмічний характер. Це дає можливість застосувати його як в теоре-
тичних дослідженнях, так і в практиці числових розрахунків. 
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Generalized method of finite hybrid integral transformation of Legen-
dre — Fourier — Bessel with spectral parameter obtained solution of the 
problem of diffusion in three-segment  0 3,R R  polar axis under the as-
sumption that the limits of the medium soft with respect to reflection of 
waves. Simulation of diffusion processes is made using hybrid Legendre 
differential operator — Fourier — Bessel. 
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